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Kopsavilkums. Topolo ‘gĳa ir abstrakta un teorētiski bagāta matemātikas joma, tomēr tās pielietojumi
cilvēku ikdienas dzı̄vē parādās arvien biežāk. Topolo ‘gĳas spēja papildināt jebkuru datu apstrādes
procesu ar jaunu informācĳu padara to vērtı̄gu skaitliski intensı̄vos darbos no DNS sekvencēšanas lı̄dz
őzisku model,u prototipēšanai. Šı̄ raksta fokuss ir topolo ‘giskas metodes attēlu analı̄zē. Izveidojot dažādas
un savstarpēji saistı̄tas topolo ‘giskas telpas no digitāliem attēliem, ir iespējams atklāt jaunu informācĳu
par attēliem, kas nav redzama ar klasiskiem attēlu analı̄zes rı̄kiem. Šis raksts apraksta attēlu analı̄zes
topolo ‘giskās metodes, izmantojot kubu kompleksus un persistento homolo ‘gĳu, lai pārtulkotu vizuālu
informācĳu matemātiskā informācĳā, un to izmantotu medicı̄nisku attēlu analı̄zē.

1. Ievads

Topolo ‘gĳa (angliski: topology) ir virsmu un tel-
pu matemātika. Tas ir, tā vietā lai saskaitı̄tu
skaitl,us vai salı̄dzinātu funkcĳas, tiek saskaitı̄tas
‘geometriskas formas un tiek salı̄dzināti funkcĳu
attēli.

telpa 𝑋

virsotnes 𝑉 6 8 12

škautnes 𝐸 12 14 32

skaldnes 𝐹 8 8 16

𝜒(𝑋) 2 2 0

2. Tab. Lodes virsmas (pirmā un otrā sleja) un tora
virsmas (trešā sleja) konstrukcĳa (pirmā rindā) ar
trĳstūriem un taisnstūriem. Saskaitot virsotnes un
skaldnes un atn, emot šk, autnes, tiek aprēk, ināts Eilera
skaitlis (pēdējā rindā).

Piemēram, ja pietuvinām lodes vai tora
virsmu, izmantojot trĳstūrus vai taisnstūrus
(skat. 2. tabulu), šo telpu Eilera raksturı̄gais skait-
lis (angliski: Euler characteristic) jeb vienkārši
Eilera skaitlis, aprēk, ināts kā

𝜒(𝑋) = 𝑉 − 𝐸 + 𝐹,

būs nemainı̄gs, neatkarı̄gi no trĳstūru vai
taisnstūra daudzuma, ko lietojam. Eilera skait-
lis 𝜒(𝑋) ir vienāds ar 2−2𝑔, kur 𝑔 apzı̄mē telpas
‘ginti (angliski: genus). Telpām divās dimen-
sĳās5, telpas ‘gints norāda cik daudz łcaurumu”
ir dotai telpai.

5un bez łmalām”, bet šo terminu šeit nedeőnēsim.

2. Telpas un funkciju attēli

Topolo ‘giska telpa (angliski: topological space) jeb
vienkārši telpa ir kopa ar papildus aprakstu par
to, ko nozı̄mē būt łtuvu” katram loceklim jeb būt
katra locekl,a łapkaimē” (angliski: neighborhood).
Pazı̄stamākās telpas ir taisne, plakne, un trı̄s di-
mensĳu telpa, kuras attiecı̄gi apzı̄mē R

1 ,R2 ,R3,
kā trı̄s Eiklı̄da telpas (angliski: Euclidean space)
piemērus (skat. 23. Attēlu).

R
1 : = visi reālie skaitl,i

R
2 : = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ R}

R
3 : = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R}

𝑆1 : = {(𝑥, 𝑦) ∈ R
2 : 𝑥2 + 𝑦2 = 1}

𝑆2 : = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1}

23. Att. Trı̄s Eiklı̄da telpas vienā, divās un trı̄s dimen-
sĳās un divas 𝑛-sfēras, vienā un divās dimensĳās.
Daudzpunkte norāda, ka telpa turpinās bezgalı̄gi
daudzpunktes virzienā.

Lodes un tora virsmas ir vienkāršas, jo tās
var precı̄zi deőnēt ar vienu formulu. Ne
visām telpām ir tik skaidra struktūra, tāpēc iz-
mantojam vienkāršāku telpu attēlus nezināmās
telpās. Tas ir, telpas 𝑋 topolo ‘gĳu aprakstām
analizējot dažādu funkcĳu 𝑆1 → 𝑋 attēlus. Di-
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vi šādu funkcĳu 𝑓 , 𝑔 : 𝑆1 → 𝑋 attēli łskaita
vienu un to pašu telpas 𝑋 caurumu,” ja ir ie-
spējams nepārtrauktā veidā łpārvietot” funkci-
jas 𝑓 attēlu uz funkcĳas 𝑔 attēlu.

𝑆1 𝑋

24. Att. Dažādas funkcĳas 𝑆1 → 𝑋 (bultas) un to
attēli telpā 𝑋. Funkcĳas ar nepārtraukto lı̄nĳu ir sav-
starpēji lı̄dzı̄gas, jo katru iespējams pārveidot citas
attēlā, attēlu izstiepjot un savelkot. Abas funkcĳas
ar pārtraukto lı̄nĳu arı̄ ir savstarpēji lı̄dzı̄gas, bet tās
nav lı̄dzı̄gas ar nepārtraukto lı̄nĳu funkcĳām.

Ja attēlu iespējams pavisam savilkt, tā fun-
kcĳa skaita łtriviālo” caurumu (citiem vārdiem
sakot, šı̄ funkcĳa nav novērojusi telpā 𝑋 nevie-
nu caurumu). Piemēram, 24. Attēlā funkcĳas ar
nepārtrauktām lı̄nĳām łneredz” telpas 𝑋 cau-
rumu labā pusē, bet funkcĳas ar pārtrauktām
lı̄nĳām to redz.

Ja telpa 𝑌 ir dal,a no telpas 𝑋 (šo attiecı̄bu
apzı̄mējot ar 𝑌 ⊆ 𝑋), uzreiz ir funkcĳa 𝑌 → 𝑋,
kas katru telpas 𝑌 locekli sūta pašu uz sevi.
Šo ı̄pašo funkcĳu sauc par iekl, āvumu (angliski:
inclusion) un apzı̄mē ar 𝜄 un ar bultu 𝑌 ↩→ 𝑋,
deőnējot 𝜄(𝑦) = 𝑦 visiem 𝑦 ∈ 𝑌.

R
1

R
2

R
3

𝑥 ↦→ (𝑥, 0) (𝑥, 𝑦) ↦→ (0, 𝑥, 𝑦)

𝑥 ↦→ (0, 𝑥, 0)

25. Att. Iekl, āvumaR1 ↩→ R
2 kompozı̄cĳa ar funkcĳu

R
2 → R

3 deőnē funkcĳu R
1 → R

3.

Ja ir divas funkcĳas 𝑍 → 𝑌 un 𝑌 → 𝑋 šo fun-
kcĳu kompozı̄cĳa (angliski: composition) deőnē
funkcĳu 𝑍 → 𝑌 (skat. 25. attēlu). Kompozı̄cĳas,
it ı̄paši ar iekl, āvumiem no vienkāršām telpām,
kuru ı̄pašı̄bas mēs labi saprotam, ir viens no pa-
mata rı̄kiem lietišk, ā un teorētiskā topolo ‘gĳā. Tā

vietā, lai raksturotu telpu 𝑋, mēs raksturojam
funkcĳu 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 un funkcĳas attēlu 𝑓 (𝑋) ⊆ 𝑌
kā telpas 𝑌 apakškopu.

3. No attēla lı̄dz filtrācijai

Lietišk, ā topolo ‘gĳa un topolo ‘giskā datu
analı̄ze ir balstı̄ta tieši šādās telpu attiecı̄bās

𝑋1 ⊆ 𝑋2 ⊆ 𝑋3 ⊆ · · · ,

kuras sauc par őltrācĳām (angliski: őltration). No
pasaules mums apkārt parasti nenāk abstrak-
ti raksturotas topolo ‘giskas telpas, tāpēc tās ir
jāizveido no informācĳas, kas ir pieejama. Teik-
sim, ka tiek ievadı̄ts attēls 𝐴, vienkāršı̄bas pēc
pien, emot ka attēls ir pelēkton, u (angliski: graysca-
le), tas ir, katrs pikselis ir krāsas tonı̄ starp melnu
un baltu.

26. Att. Mušas spārns, pelēkton, u uzn, ēmums (no
[1]).

Precı̄zāk, attēlā 𝐴 katram pikselim 𝑝 ir krāsa
starp baltu un melnu, ko var uztvert kā reālu
skaitli starp 0 (melns) un 1 (balts). Melnbalts
attēls 𝐴′ tiek deőnēts izvēloties jebkuru skaitli
𝑡 ∈ (0, 1) starp 0 un 1, kas nosaka, vai pelēko
pikseli 𝑝 pārveidot baltā vai melnā pikselı̄. Tas
ir, skaitlis 𝑡 deőnē funkcĳu

𝑓𝑡(𝑝) =
{

0 ja 𝑝 ⩽ 𝑡 ,

1 ja 𝑝 > 𝑡 ,

kur 𝑝 ∈ [0, 1] ir pelēkton, a attēla piksel,a krāsas
vērtı̄ba, un 𝐴′ = 𝑓𝑡(𝐴).
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27. Att. Attēla 𝐴 no 26. Attēla melnbaltie attēli 𝑓𝑡(𝐴)
izmantojot četras dažādus 𝑡 ∈ (0, 1).

Izvēloties vairākus (parasti vienādos
attālumos) skaitl,us 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑛 < 1,
iegūsim attēlus 𝐴𝑖 = 𝑓𝑡𝑖 (𝐴). Tagad mums ir
attēlu virkne 𝐴1 , 𝐴2 , . . . , 𝐴𝑛 , kur katrs 𝐴𝑖 ir
melnbalts un tādā pašā izmērā kā𝐴, ar papildus
nosacı̄jumu, ja pikselis 𝑝 attēlā 𝐴𝑖 ir melns, tad
visos attēlos 𝐴 𝑗>𝑖 tas arı̄ būs melns.

Mušas spārna piemērs no 26. un 27. attēliem
ir plašāk izpētı̄ts ‘geometriskā un topolo ‘giskā
kontekstā, rakstā [6] veidojot saistı̄bu starp iz-
celtām iekšējām robežām (tumšām lı̄knēm) un
re ‘gionus, ko tie deőnē, kā arı̄ to biolo ‘gisko
nozı̄mi.

4. No attēla lı̄dz kubu kompleksam

Lai veiktu matemātiskus aprēk, inus ar šādām
melnbaltu attēlu őltrācĳām, katru attēlu uztver-
sim kā abstraktu topolo ‘gisku objektu. Mūsu
vajadzı̄bām katrs melnbalts attēls deőnē kubu
kompleksu6 (angliski: cubical complex) [2]. Kubu
kompleksi sastāv no kubiem dažādās dimen-
sĳās, tostarp

𝐶0
= , 𝐶1

= , 𝐶2
= .

Šie objekti ir uzzı̄mēti kā abstraktas telpas, un,
lai varētu veikt konkrētus aprēk, inus ar tiem,
nozı̄mēsim skaidrākas telpas šiem kubiem. Tas
ir, lai

𝐶0
= {0}, 𝐶1

= [0, 1], 𝐶2
= [0, 1] × [0, 1],

kur [0, 1] ⊆ R ir intervāls reālos skaitl,os, un
[0, 1] × [0, 1] ⊆ R

2 ir divu intervālu reizinājums
reālā plaknē. Šādā veidā mēs arı̄ uzreiz redzam,
ka kubu 𝑛 dimensĳās jeb 𝑛-kubu varam deőnēt

6Lai arı̄ vārds łkubs” parasti apraksta telpu trı̄s di-
mensĳās, šo jēdzienu vispārināsim un lietosim terminu
ł3-kubs” un simbolu 𝐶3, kad tiks runāts par kubu trı̄s
dimensĳās.

kā 𝐶𝑛 = [0, 1]𝑛 ⊆ R
𝑛 kā 𝑛-dimensĳu Eiklı̄da

telpas apakškopu.

28. Att. Kā melnbalts attēls pārtop par kubu komplek-
su. Melnbalti 16 piksel,i (pa kreisi); melnie piksel,i
apzı̄mēti ar 0-kubiem (pa vidu); blakus esoši mel-
ni piksel,i apzı̄mēti ar 1-kubu un četri melni piksel,i
kopā apzı̄mēti ar 2-kubu (pa labi).

Precı̄zi deőnējot, kubu komplekss 𝐶 ir kopa
kurā ietilpst tukšā kopa un dažādu dimensĳu
kubi, tā, lai jebkuru divu 𝐶 piederošu kubu
𝜎, 𝜏 ∈ 𝐶 šk, ēlums (angliski: intersection) arı̄ pie-
der šai kopai. Tas ir, nosakām, ka 𝜎 ∩ 𝜏 ∈ 𝐶, ja
𝜎 ∈ 𝐶 un 𝜏 ∈ 𝐶.

Ar šādu deőnı̄cĳu, izmantojot melnbaltus
piksel,us un to blakus esošos kaimin, us (skat.
28. attēlu), varam katru melnbaltu attēlu 𝐴𝑖
uztvert kā kubu kompleksu 𝐶𝑖 . Ta rezultātā,
attēlu őltrācĳa 𝐴1 , 𝐴2 , . . . , 𝐴𝑛 kl,ūst par kubu
kompleksu őltrācĳu 𝐶1 ⊆ 𝐶2 ⊆ · · · ⊆ 𝐶𝑛 , kur jeb-
kurus divus kubu kompleksus 𝐶𝑖 , 𝐶 𝑗>𝑖 savieno
iekl, āvums 𝐶𝑖 ↩→ 𝐶 𝑗 .

5. Persistentā homolo ‘gija

Lı̄dz šim telpas topolo ‘gĳa ir tikusi pasniegta
ar dimensĳām, ar caurumu skaitu, ar ‘ginti un ar
funkcĳu attēliem. Šie visi ir bĳuši dal, ēji apraksti
par telpas 𝑋 homolo ‘gĳu (angliski: homology) jeb
ı̄pašı̄bu kopumu, kas paliek nemainı̄gs, ja telpa
tiek konkrētos veidos mainı̄ta (kustināta, rotēta,
izstiepta, saplacināta...). Funkcĳa 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ir
homolo ‘giska ekvivalence (angliski: homology equi-
valence), ja telpas 𝑌 homolo ‘gĳu pilnı̄bā raksturo
telpas 𝑋 homolo ‘gĳa un funkcĳas 𝑓 deőnı̄cĳa7.
Ja eksistē homolo ‘giska ekvivalence starp 𝑋 un
𝑌, šo attiecı̄bu apzı̄mē ar 𝑋 � 𝑌.

� � � � ≇

29. Att. Piecas telpas, starp kurām pastāv
homolo ‘giska ekvivalence, un viena telpa, starp kuru
nav homolo ‘giskas ekvivalences ar pārējām telpām.

7un ja arı̄ pretēji, telpas 𝑋 homolo ‘gĳu raksturo telpas
𝑌 homolo ‘gĳa un funkcĳas 𝑓 inversā funkcĳa.
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Telpas𝑋 ı̄pašı̄bas, pēc kurām var aprēk, ināt tās
homolo ‘gĳu (piemēram, caurumu skaits, gabalu
skaits, utt.) sauc par tās homolo ‘giskām ı̄pašı̄bām
(angliski: homological feature).

Persistentā homolo ‘gĳa [5] (angliski: persistent
homology) attiecas nevis uz telpu, bet uz tel-
pu virkni, precı̄zāk, telpu őltrācĳu. Katrai tel-
pai őltrācĳā var aprēk, ināt tās homolo ‘giskās
ı̄pašı̄bas un tad izmantot attiecı̄bu starp telpām,
lai secinātu, tieši kad katra ı̄pašı̄ba parādās un
kad tā pazūd. Precı̄zāk sakot, nevis kad tā
pazūd, bet kad tās vairs nav. Tas ir, nav precı̄zas
vērtı̄bas, kad ı̄pašı̄ba pēdējo reizi eksistē, bet
ir precı̄za vērtı̄ba, kad ı̄pašı̄ba pirmo reizi neek-
sistē - tāpēc ı̄pašı̄bas łdzı̄vi” apzı̄mē ar intervālu

[𝑎, 𝑏), kas ir slēgts kreisā pusē un val, ējs labā pusē.
Izvērsts piemērs ir pasniegts 30. attēlā.

Ar persistento homolo ‘gĳu analizējot
pelēkton, u attēlu tiek aprēk, inātas intervālu
kopas8, kuras sauc par svı̄tru kodu (angliski:
barcode). Šāds raksturojošs vārds nāk no
intervāla [𝑎, 𝑏) prezentācĳas kā nogrieznim
no punkta 𝑎 lı̄dz punktam 𝑏 un vairāku
šādu nogriežn, u zı̄mēšanas blakām. Filtrācĳai
𝐶1 ⊆ 𝐶2 ⊆ · · · intervāls [𝑎, 𝑏) tās 𝑛-tās dimensi-
jas svı̄tru kodā norāda, ka starp skaitl,iem 𝑎 un
𝑏 eksistē homolo ‘giska ı̄pašı̄ba dimensĳā 𝑛. Tas
ir, eksistē fukcĳa 𝑆𝑛 → 𝐶𝑘 , visiem 𝑎 ⩽ 𝑘 < 𝑏,
kuras attēls telpā 𝐶𝑘 nav savelkams.

𝑓𝑡1(𝐴) 𝑓𝑡2(𝐴) 𝑓𝑡3(𝐴) 𝑓𝑡4(𝐴) 𝑓𝑡5(𝐴) 𝑓𝑡6(𝐴)

↩→ ↩→ ↩→ ↩→ ↩→

melnbaltu
attēlu

virkne

kubu
kompleksu

őltrācĳa

topolo ‘gĳa
nultā

dimensĳā

trı̄s
gabali

divi
gabali

divi
gabali

viens
gabals

viens
gabals

viens
gabals

topolo ‘gĳa
pirmā

dimensĳā

neviena
rin, k, a

neviena
rin, k, a

neviena
rin, k, a

viens
rin, k, is

viens
rin, k, is

neviena
rin, k, a

persistentās
homolo ‘gĳas
svı̄tru kods

30. Att. Persistentās homolo ‘gĳas aprēk, ins dimensĳās 0 un 1, sākot ar pelēkton, u attēlu 𝐴 un skaitl,iem 𝑡1 <

· · · < 𝑡6, kas deőnē melnbaltus attēlus un kubu kompleksus (augšējās rindas). Katrā kubu kompleksā skaitot
nesavienotos gabalus, aprēk, inām nultās dimensĳas topolo ‘gĳu, un, skaitot visus nesavelkamos, ”atšk, irı̄gos”
rin, k, a lı̄nĳas attēlus, 𝑆1 → 𝐶𝑖 aprēk, inām pirmās dimensĳas topolo ‘gĳu (apakšējās rindas).

6. Mašı̄nmācı̄šanās un segmentācija

Mašı̄nmācı̄šanās (angliski: machine learning)
ir strauji augoša matemātikas un datori-
kas pētniecı̄bas joma, kas automatizē ie-
vadı̄tu datu ı̄pašı̄bu novērošanu, salı̄dzināšanu

8Ne gluži kopas, jo šo kopu locekl,i var atkārtoties. An-
gliski šādu objektu sauc par łmultiset”.

un sakārtošanu. Izvadı̄tie dati no persis-
tentās homolo ‘gĳas papildina aprēk, inātās attēla
ı̄pašı̄bas, lai uzlabotu iegūto informācĳu no
attēla. Mašı̄nmācı̄šanās metodi attēlu analı̄zē,
kuras mērk, is ir identiőcēt kādu attēla dal,u kā
svarı̄gu, sauc par segmentācĳu (angliski: segmen-
tation), un tās pamata darbı̄ba ir ievadı̄tā attēlā
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katram pikselim dot vērtı̄bu 0 (nesvarı̄gs) vai 1
(svarı̄gs).

{𝑥1 , 𝑥1 , . . . }aprēk, ināts

iedots
vai nezināms

inference apmācı̄ba

ı̄pašı̄bas

segmentācĳa

attēls

31. Att. Vienkāršots mašı̄nmācı̄šanās modelis, ar ie-
dotiem segmentētiem attēliem (angliski: train set) un
attēliem ar nezināmu segmentācĳu (angliski: test set).
Tā saucamā łmācı̄šanās” notiek izceltajā labajā pusē,
izmantojot automātiski aprēk, inātas attēla ı̄pašı̄bas.

Dal,u no attēliem segmentē jomas speciālisti
ar roku, un ar šo informācĳu mašı̄nmācı̄šanās
modelis vispārina rezultātus par nezināmiem
attēliem. Šo procesu sauc par inferenci (angliski:
inference). Medicı̄nisku attēlu izmantošanu ārsta
secinājumu veikšanā sauc par attēlu diagnostisku
(angliski: diagnostic imaging). Segmentācĳa var
uzlabot attēlu diagnostiku, veicot pirmreizēju
pārbaudi un norādot uz svarı̄gām attēlu dal, ām.
Aktı̄va pētniecı̄ba šajā jomā notiek AIDA pro-
jektā [4], kurā iesaistās Latvĳas Universitāte un
Elektronikas un Datorikas Institūts.

32. Att. Cilvēka audu attēls (no [3]) ar speciālista
apzı̄mētu vēža vai priekšvēža dal,u (zal,a krāsa,
kreisā puse) un mašı̄nmācı̄šanās model,a identiőcētā
svarı̄go dal,u (sarkanā krāsa, labā puse).

Lietišk, ā topolo ‘gĳa papildina ne tikai attēla
aprēk, inātās ı̄pašı̄bas, tā arı̄ var uzlabot meto-
des, kā apvienot tālu esošus datus. Šı̄ pieeja
ir būtiska, kad ievadı̄tie attēli ir l,oti lieli un to
segmentācĳa tiek veikta pa dal,ai. Segmentācĳa
dal, ās mazina datora slodzi, bet arı̄ samazina in-
formācĳas apjomu, kas ir pieejams katrai dal,ai.
Topolo ‘gĳas ı̄pašais devums ir spēt aprēk, ināt

vispārējas jeb globālas ı̄pašı̄bas, izmantojot tikai
lokālus datus.

∗ ∗ ∗
Autoru őnansiāli atbalsta Latvĳas Zinātnes Pado-
me (LZP) un 1.1.1.9. pasākuma łPēcdoktorantūras
pētı̄jumi” pētniecı̄bas pieteikums Nr.1.1.1.9 / LZP
/ 1 / 24 / 125 łEfektı̄vi topolo ‘giski invarianti repre-
zentācĳu atklāšanai attēlu diagnostikā”.
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