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Kopsavilkums. Topologija ir abstrakta un teorétiski bagata matematikas joma, tomeér tas pielietojumi
cilveku ikdienas dzivé paradas arvien biezak. Topologijas spé&ja papildinat jebkuru datu apstrades
procesu ar jaunu informaciju padara to vertigu skaitliski intensivos darbos no DNS sekvencésanas lidz
fizisku modelu prototipésanai. Siraksta fokuss ir topologiskas metodes attélu analize. Izveidojot dazadas
un savstarpégji saistitas topologiskas telpas no digitaliem attéliem, ir iespgjams atklat jaunu informaciju
par attéliem, kas nav redzama ar klasiskiem attélu analizes rikiem. Sis raksts apraksta attélu analizes
topologiskas metodes, izmantojot kubu kompleksus un persistento homologiju, lai partulkotu vizualu
informaciju matematiska informacija, un to izmantotu medicinisku attélu analize.

1. Ievaps

2. TELPAS UN FUNKCIJU ATTELI

Topologija (angliski: topology) ir virsmu un tel-
pu matematika. Tas ir, ta vieta lai saskaititu
skaitlus vai salidzinatu funkcijas, tiek saskaititas
geometriskas formas un tiek salidzinati funkciju
atteli.

telpa X '

virsotnes V 6 8 12
Skautnes E 12 14 32
skaldnes F 8 8 16

x(X) 2 2 0

2. Tab. Lodes virsmas (pirma un otra sleja) un tora
virsmas (tresa sleja) konstrukcija (pirma rinda) ar
trijstiiriem un taisnsttiriem. Saskaitot virsotnes un
skaldnes un atnemot skautnes, tiek aprekinats Eilera
skaitlis (pedeja rinda).

Pieméram, ja pietuvinam lodes vai tora
virsmu, izmantojot trijstarus vai taisnsttirus
(skat. 2. tabulu), o telpu Eilera raksturigais skait-
lis (angliski: Euler characteristic) jeb vienkarsi
Eilera skaitlis, aprekinats ka

X(X)=V—-E+F,

biis nemainigs, neatkarigi no trijstiru vai
taisnstiira daudzuma, ko lietojam. Eilera skait-
lis x(X) ir vienads ar 2—2g, kur g apzime telpas
ginti (angliski: genus). Telpam divas dimen-
sijas®, telpas gints norada cik daudz “caurumu”
ir dotai telpai.

5un bez “malam”, bet $o terminu 3eit nedefinésim.
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Topologiska telpa (angliski: topological space) jeb
vienkarsi felpa ir kopa ar papildus aprakstu par
to, konozimé biit “tuvu” katram loceklim jeb biit
katra locekla “apkaimé” (angliski: neighborhood).
Pazistamakas telpas ir taisne, plakne, un tris di-
mensiju telpa, kuras attiecigi apzimé R!, R?, R3,
ka tris Eiklida telpas (angliski: Euclidean space)
piemeérus (skat. 23. Attélu).

R!: —— = visirealie skaitli

R2 4'7 = {(x,y) : x,y R}
T
st Q : {(x,y) eR? : 2 +y?> =1}

S2: @ = {(x,y,2) eR3 : x¥2+y*+2z2=1}

23. Att. Tr1s Eiklida telpas viena, divas un tris dimen-
sijas un divas n-sféras, viena un divas dimensijas.
Daudzpunkte norada, ka telpa turpinas bezgaligi
daudzpunktes virziena.

Lodes un tora virsmas ir vienkarsas, jo tas
var precizi definét ar vienu formulu. Ne
visam telpam ir tik skaidra struktira, tapéc iz-
mantojam vienkarsaku telpu attélus nezinamas
telpas. Tas ir, telpas X topologiju aprakstam
analizgjot dazadu funkciju S — X attélus. Di-



vi $adu funkciju f,g: S! — X attéli “skaita
vienu un to padu telpas X caurumu,” ja ir ie-
spéjams nepartraukta veida “parvietot” funkci-
jas f attélu uz funkcijas g attélu.

Sl

24. Att. Dazadas funkcijas S' — X (bultas) un to
attéli telpa X. Funkcijas ar nepartraukto liniju ir sav-
starpgji lidzigas, jo katru iesp&jams parveidot citas
attela, attelu izstiepjot un savelkot. Abas funkcijas
ar partraukto lniju arT ir savstarpéji lidzigas, bet tas
nav lidzigas ar nepartraukto Iiniju funkcijam.

Ja attélu iesp&jams pavisam savilkt, ta fun-
kcija skaita “trivialo” caurumu (citiem vardiem
sakot, 81 funkcija nav noverojusi telpa X nevie-
nu caurumu). Pieméram, 24. Attela funkcijas ar
nepartrauktam linijam “neredz” telpas X cau-
rumu laba pus€, bet funkcijas ar partrauktam
linijam to redz.

Ja telpa Y ir dala no telpas X (So attiecibu
apzimégjot ar Y C X), uzreiz ir funkcija Y — X,
kas katru telpas Y locekli siita pasu uz sevi.
So Tpaso funkciju sauc par ieklagvumu (angliski:
inclusion) un apzimé ar ¢ un ar bultu ¥ — X,
defingjot ((y) = y visiem y € Y.

x+—(x,00  (x,y)—(0,x,y)

N T
+

R! R? R3

x - (0,x,0)

25. Att. Ieklavuma R! < R? kompozicija ar funkciju
R? — R3 definé funkciju R! — R3.

Jair divas funkcijas Z — Y un Y — X So fun-
kciju kompozicija (angliski: composition) definé
funkciju Z — Y (skat. 25. attelu). Kompozicijas,
it Ipasi ar ieklavumiem no vienkar$am telpam,
kuru ipasibas més labi saprotam, ir viens no pa-
mata rikiem lietiSka un teorétiska topologija. Ta
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vieta, lai raksturotu telpu X, més raksturojam
funkciju f: X — Y un funkcijas attelu f(X) C Y
ka telpas Y apakskopu.

3. No ATTELA LIDZ FILTRACIJAI

Lietiska topologija un topologiska datu
analize ir balstita tiesi $adas telpu attiecibas

kuras sauc par filtracijam (angliski: filtration). No
pasaules mums apkart parasti nenak abstrak-
ti raksturotas topologiskas telpas, tapéc tas ir
jaizveido no informacijas, kas ir pieejama. Teik-
sim, ka tiek ievadits attéls A, vienkarsibas péc
pienemot ka attéls ir pelektonu (angliski: graysca-
le), tas ir, katrs pikselis ir krasas ton1 starp melnu
un baltu.

26. Att. Musas sparns, pelektonu uznémums (no

[1].

Precizak, attela A katram pikselim p ir krasa
starp baltu un melnu, ko var uztvert ka realu
skaitli starp 0 (melns) un 1 (balts). Melnbalts
attels A’ tiek definéts izvéloties jebkuru skaitli
t € (0,1) starp 0 un 1, kas nosaka, vai peleko
pikseli p parveidot balta vai melna pikseli. Tas
ir, skaitlis ¢ define funkciju

0 jap<t,

filp) = {1 jap >t,

kur p € [0, 1] ir pelektona attéla piksela krasas
vertiba, un A’ = fi(A).
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27. Att. Attéla A no 26. Attéla melnbaltie attéli f;(A)
izmantojot ¢etras dazadus ¢ € (0, 1).

Izveloties  vairakus (parasti vienados
attalumos) skaitlus 0 < t; < fp < -+ < t, <1,
ieglisim attelus A; = f;,(A). Tagad mums ir

attelu virkne Ai,A,,...,A,;, kur katrs A; ir
melnbalts un tada pasa izmera ka A, ar papildus
nosacijumu, ja pikselis p attéla A; ir melns, tad
visos attélos A;; tas ari btis melns.

Musas sparna piemérs no 26. un 27. attéliem
ir plasak izpetits geometriska un topologiska
konteksta, raksta [6] veidojot saistibu starp iz-
celtam iek$gjam robezam (tumsam likném) un
regionus, ko tie definé, ka ari to biologisko
nozimi.

4. NO ATTELA LIDZ KUBU KOMPLEKSAM

Lai veiktu matematiskus aprekinus ar $adam
melnbaltu attélu filtracijam, katru attélu uztver-
sim ka abstraktu topologisku objektu. Miisu
vajadzibam katrs melnbalts attéls definé kubu
kompleksu® (angliski: cubical complex) [2]. Kubu
kompleksi sastav no kubiem dazadas dimen-
sijas, tostarp

C’=e, Cl=e-e, C>= I
Sie objekti ir uzzimeti ka abstraktas telpas, un,
lai varétu veikt konkrétus aprékinus ar tiem,
nozimesim skaidrakas telpas $iem kubiem. Tas
ir, lai

c’={0}, Cc'=[0,1], C*=10,1]x[0,1],

kur [0,1] C R ir intervals realos skaitlos, un
[0,1] x [0, 1] € R? ir divu intervalu reizinajums
reala plakné. Sada veida més ari uzreiz redzam,
ka kubu n dimensijas jeb n-kubu varam defineét

®Lai arf vards “kubs” parasti apraksta telpu tris di-
mensijas, So jédzienu visparinasim un lietosim terminu
“3-kubs” un simbolu C3, kad tiks runats par kubu tris
dimensijas.
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ka C" = [0,1]" € R" ka n-dimensiju Eiklida
telpas apakskopu.

28. Att. Ka melnbalts attéls partop par kubu komplek-
su. Melnbalti 16 pikseli (pa kreisi); melnie pikseli
apziméti ar 0-kubiem (pa vidu); blakus eso$i mel-
ni pikseli apzimeéti ar 1-kubu un ¢etri melni pikseli
kopa apziméti ar 2-kubu (pa labi).

Precizi definéjot, kubu komplekss C ir kopa
kura ietilpst tuksa kopa un dazadu dimensiju
kubi, ta, lai jebkuru divu C piederosu kubu
0,7 € C skelums (angliski: intersection) ari pie-
der Sai kopai. Tas ir, nosakam, ka c N7t € C, ja
ceCunrteC.

Ar 8adu definiciju, izmantojot melnbaltus
pikselus un to blakus eso$os kaiminus (skat.
28. attelu), varam katru melnbaltu attélu A;
uztvert ka kubu kompleksu C;. Ta rezultata,
attelu filtracija A1, Ay, ..., A, klast par kubu
kompleksu filtraciju C; € C; € --- C Cy, kur jeb-
kurus divus kubu kompleksus C;, C;; savieno
ieklavums C; < C;.

5. PERSISTENTA HOMOLOGIJA

Lidz $im telpas topologija ir tikusi pasniegta
ar dimensijam, ar caurumu skaitu, ar ginti un ar
funkciju atteliem. Sie visi ir bijusi dalgji apraksti
par telpas X homologiju (angliski: homology) jeb
ipasibu kopumu, kas paliek nemainigs, ja telpa
tiek konkretos veidos mainita (kustinata, rotéta,
izstiepta, saplacinata...). Funkcija f: X — Y ir
homologiska ekvivalence (angliski: homology equi-
valence), ja telpas Y homologiju pilniba raksturo
telpas X homologija un funkcijas f definicija’.
Ja eksiste homologiska ekvivalence starp X un
Y, So attiecibu apzimé ar X = Y.

[l
[l
[l
[l

e=

29. Att. Piecas telpas, starp kuram pastav
homologiska ekvivalence, un viena telpa, starp kuru
nav homologiskas ekvivalences ar paréjam telpam.

7un ja ari pret&ji, telpas X homologiju raksturo telpas

Y homologija un funkcijas f inversa funkcija.



Telpas X 1pasibas, pec kuram var aprekinat tas
homologiju (pieméram, caurumu skaits, gabalu
skaits, utt.) sauc par tas homologiskam ipasibam
(angliski: homological feature).

Persistenta homologija [5] (angliski: persistent
homology) attiecas nevis uz telpu, bet uz tel-
pu virkni, precizak, telpu filtraciju. Katrai tel-
pai filtracija var apréekinat tas homologiskas
ipasibas un tad izmantot attiecibu starp telpam,
lai secinatu, tiesi kad katra 1pasiba paradas un
kad ta paziid. Precizak sakot, nevis kad ta
pazid, bet kad tas vairs nav. Tas ir, nav precizas
vertibas, kad ipasiba pedejo reizi eksiste, bet
ir preciza vértiba, kad 1pasSiba pirmo reizi neek-
sisté - tapéc 1pasibas “dzivi” apzimé ar intervalu
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[a, D), kasirslégts kreisa pusé un valgjs laba puse.
Izversts piemers ir pasniegts 30. attela.

Ar persistento homologiju analizé&jot
pelektonu attelu tiek aprékinatas intervalu
kopas®, kuras sauc par svitru kodu (angliski:
barcode).  Sads raksturojoss vards nak no
intervala [a,b) prezentacijas ka nogrieznim
no punkta a lidz punktam b un vairaku
$adu nogrieZznu zimésanas blakam. Filtracijai
C1 € Cy C --- intervals [a, b) tas n-tas dimensi-
jas svitru koda norada, ka starp skaitliem a un
b eksiste homologiska Ipasiba dimensija n. Tas
ir, eksisté fukcija S" — Cy, visiem a < k < b,
kuras attels telpa Cy nav savelkams.

fl‘l (A) ftz (A) ffs (A) ft4(A) fl‘5(A) ffe (A)
melnbaltu
attelu
virkne
kubu — - —o— o o
K leksu | | | [ ao0s T
orr'1p 5 oy J s | e L ] ey L Il o ] _|_|_|
fﬂtrécua | | | I_ _I I_ _I I_ _I I_ _I_
topolsﬁg tris divi divi viens viens viens
dimensia gabali gabali gabali gabals gabals gabals
persistentas
homologijas
svitru kods ® o)
topologija . . . ) . ‘
e neviena neviena neviena viens viens neviena
dimPe)nsijé rinka rinka rinka rinkis rinkis rinka

30. Att. Persistentas homologijas aprékins dimensijas 0 un 1, sakot ar peléktonu attelu A un skaitliem t; <
-+ < tg, kas definé melnbaltus attélus un kubu kompleksus (augsé€jas rindas). Katra kubu kompleksa skaitot
nesavienotos gabalus, aprekinam nultas dimensijas topologiju, un, skaitot visus nesavelkamos, ”atskirigos”
rinka linijas attélus, S' — C; aprekinam pirmas dimensijas topologiju (apak3gjas rindas).

6. MASINMACISANAS UN SEGMENTACIJA

Masimacisanas (angliski: machine learning)
ir strauji augoSa matematikas un datori-
kas peétniecibas joma, kas automatizé ie-
vaditu datu 1paSibu novérosanu, salidzinasanu

8Ne gluzi kopas, jo 0 kopu locekli var atkartoties. An-
gliski 8adu objektu sauc par “multiset”.

un sakartoSanu. Izvaditie dati no persis-
tentas homologijas papildina aprekinatas attela
ipasibas, lai uzlabotu iegiito informaciju no
attéla. MasinmaciSanas metodi attélu analize,
kuras merkis ir identificet kadu attéla dalu ka
svarigu, sauc par segmentaciju (angliski: segmen-
tation), un tas pamata darbiba ir ievadita attéla

41



LATVIJAS SKOLENU MATEMATISKAS ANALIZES ZURNALS

katram pikselim dot vertibu 0 (nesvarigs) vai 1
(svarigs).

ipasibas

aprekinats ﬁ {x1,%x1,...}
inference || apmaciba
attels g

iedots
vai nezinams segmentacija

31. Att. Vienkarsots masinmacisanas modelis, ar ie-
dotiem segmentétiem attéliem (angliski: train set) un
atteliem ar nezinamu segmentaciju (angliski: test set).
Ta saucama “macisanas” notiek izceltaja labaja puse€,
izmantojot automatiski aprekinatas attéla pasibas.

Dalu no atteliem segmenté jomas specialisti
ar roku, un ar $o informaciju masinmacisanas
modelis visparina rezultatus par nezinamiem
atteliem. So procesu sauc par inferenci (angliski:
inference). Medicinisku attélu izmanto$anu arsta
secindjumu veik$ana sauc par attelu diagnostisku
(angliski: diagnostic imaging). Segmentacija var
uzlabot attelu diagnostiku, veicot pirmreizeju
parbaudi un noradot uz svarigam attelu dalam.
Aktiva pétnieciba $aja joma notiek AIDA pro-
jekta [4], kura iesaistas Latvijas Universitate un
Elektronikas un Datorikas Institiits.

-k
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32. Att. Cilvéka audu attéls (no [3]) ar specialista
apzimétu véza vai priek$veza dalu (zala krasa,
kreisa puse) un masinmaci$sanas modela identificéta
svarigo dalu (sarkana krasa, laba puse).

Lietiska topologija papildina ne tikai attéla
aprekinatas ipasibas, ta arl var uzlabot meto-
des, ka apvienot talu esosus datus. Si pieeja
ir batiska, kad ievaditie attéli ir loti lieli un to
segmentacija tiek veikta pa dalai. Segmentacija
dalas mazina datora slodzi, bet arT samazina in-
formacijas apjomu, kas ir pieejams katrai dalai.
Topologijas Tpasais devums ir spét aprékinat
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visparéjas jeb globalas 1pasibas, izmantojot tikai
lokalus datus.

* X X

Autoru finansiali atbalsta Latvijas Zinatnes Pado-
me (LZP) un 1.1.1.9. pasakuma “Pecdoktorantiiras
petijumi” petniecibas pieteikums Nr.1.1.1.9 / LZP
/1/24 /125 “Efektivi topologiski invarianti repre-
zentaciju atklasanai attelu diagnostika”.
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